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Задачи за група А

Задача А1. Нека P и Q са квадратни матрици такива, че P k = Q l = O
за някакви естествени числа k, l, където O е нулевата матрица.

а) Да се докаже, че ако PQ = QP и ако E е единичната матрица, а
λ, µ са произволни числа, то матрицата E + λP + µQ е обратима.

б) Може ли да се твърде, че матрицата E + λP + µQ е обратима и
когато PQ �= QP ?

Решение: а) Да положим S = λ P + µ Q. Матриците P и Q комутират,
следователно

Sk+l−1 =
k+l−1
∑

m=0

(

k + l − 1

m

)

λm µk+l−1−m P m Qk+l−1−m = O

тъй като при 0 ≤ m ≤ k + l − 1 е в сила поне едно от неравенствата

m ≥ k , k + l − 1 − m ≥ l .

Оттук получаваме

(E + S)
(

E − S + S2 − · · ·+ (−1)k+l−2Sk+l−2
)

=

= E − S + S2 − S3 + · · · + (−1)k+l−2Sk+l−2+

+ S − S2 + S3 − · · ·+ (−1)k+l−3Sk+l−2 + (−1)k+l−2Sk+l−1 =

= E + (−1)k+l−2Sk+l−1 = E,

откъдето следва, че E + S е обратима.
б) Не може, както се вижда от примера

λ = µ = 1 , P =

(

0 1
0 0

)

, Q =

(

0 0
1 0

)

.
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Задача А2. Да се намерят всички непрекъснати в интервала [0, 1]
функции f(x), които са диференцируеми в (0, 1), за които f(0) ≤ 2,
f(1) ≥ 1 и такива, че за всяко x ∈ (0, 1) е изпълнено f ′(x) ≤ 2f(x)+2x−5.

Решение. Полагаме h(x) = e−2x (f(x) + x − 2). За всяко x ∈ (0, 1) има-
ме h′(x) = e−2x (f ′(x) − 2f(x) − 2x + 5) ≤ 0. Тогава h(x) е монотонно
намаляваща в [0, 1]. Но

h(0) = f(0) − 2 ≤ 0 , h(1) = e−2(f(1) − 1) ≥ 0 ,

следователно h(x) ≡ 0, т.е. f(x) = 2 − x. Намерената функция удовлет-
ворява всички условия.

Задача А3. Нека f : R −→ R е непрекъснато диференцируема функ-
ция такава, че f (0) = 1, f ′(0) < 0 и нека 0 ≤ f (x) < 1 за всяко x ∈ (0, 1].
Да се докаже, че

lim
n→∞

⎛

⎝n

1
∫

0

f(x)n dx

⎞

⎠ = −
1

f ′ (0)
.

Решение. Тъй като f ′(x) е непрекъсната и f ′(0) < 0, то съществува
δ0 ∈ (0, 1) такова, че f ′(x) < 0 при x ∈ [−δ0, δ0]. Тогава f(x) е строго
намаляваща и, следователно, е обратима в този интервал. Нека нейната
обратна е ϕ(y), дефинирана при y ∈ [f(δ0), f(−δ0)]. Ясно е, че ϕ(1) = 0.

Нека δ ∈ (0, δ0], е число което ще определим по-късно. Имаме

(1) an := n

1
∫

0

f(x)n dx = n (I + J) ,

където

(2) I = I(δ, n) =

∫ δ

0

f(x)n dx , J = J(δ, n) =

∫ 1

δ

f(x)n dx .
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Разглеждаме интеграла I. Като сменим променливата y = f(x) и
положим v = f(δ), намираме

I =

∫ f(δ)

f(0)

yn dy

f ′(ϕ(y))
= −

∫ 1

v

yn dy

f ′(ϕ(y))
=

= −
1

f ′(0)

∫ 1

v

yn dy + ∆ = −
1

f ′(0)

1 − vn+1

n + 1
+ ∆ ,

където

∆ = ∆(δ, n) =

∫ 1

v

yn

(

1

f ′(0)
−

1

f ′(ϕ(y))

)

dy .

Оттук следва

(3) n I +
1

f ′(0)
=

1

f ′(0)

1 + n vn+1

n + 1
+ n ∆ .

Избираме ε > 0. От непрекъснатостта на функцията 1/f ′(ϕ(y)) в
околност на точката y = 1 и непрекъснатостта на f(x) следва, че съще-
ствува δ ∈ (0, δ0], зависещо само от ε, за което

∣

∣

∣

∣

1

f ′(0)
−

1

f ′(ϕ(y))

∣

∣

∣

∣

≤
ε

2
при v ≤ y ≤ 1 .

При така избраното δ имаме

(4) |∆| ≤

∫ 1

v

yn

∣

∣

∣

∣

1

f ′(0)
−

1

f ′(ϕ(y))

∣

∣

∣

∣

dy ≤
ε

2

∫ 1

0

yn dy =
ε

2(n + 1)
.

Определяме

(5) q = q(δ) = max
x∈[δ,1]

f(x) .

Тъй като f(x) е непрекъсната и при 0 < x ≤ 1 е в сила 0 ≤ f(x) < 1, то

(6) 0 ≤ q < 1 .

Очевидно v = f(δ) ≤ q. От това неравенство и от (3), (4) следва

(7)

∣

∣

∣

∣

nI +
1

f ′(0)

∣

∣

∣

∣

≤
1

|f ′(0)|

(

1

n + 1
+ qn+1

)

+
ε

2
.
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Да разгледаме интеграла J , определен в (2). Като използуваме (5),
намираме

(8) 0 ≤ nJ ≤ nqn

∫ 1

δ

dx ≤ nqn .

От (1), (7) и (8) получаваме

∣

∣

∣

∣

an +
1

f ′(0)

∣

∣

∣

∣

≤
1

|f ′(0)|

(

1

n + 1
+ qn+1

)

+ nqn +
ε

2
.

От (6) следва limn→∞(nqn) = 0 (това се доказва, например, с помощта
на правилото на Лопитал). Имаме също limn→∞ qn+1 = limn→∞

1
n+1

= 0.
Тогава при достатъчно големи n е изпълнено

∣

∣

∣

∣

an +
1

f ′(0)

∣

∣

∣

∣

< ε ,

следователно редицата {an} е сходяща и limn→∞ an = − 1
f ′(0)

.
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Задачи за група Б

Задача Б1. Да се намери броя на реалните корени на уравнението

(x2 + 1) ex = 2 .

Решение. Даденото уравнение е еквивалентно на

2 e−x
− x2

− 1 = 0 .

Ако положим f(x) = 2e−x − x2 − 1, то имаме

f ′(x) = −2e−x
− 2x , f ′′(x) = 2e−x

− 2 .

Оттук следва, че f ′′(x) > 0 при x < 0 и f ′′(x) < 0 при x > 0. Тогава f ′(x)
приема най-голяма стойност в точката x = 0 и тъй като f ′(0) = −2 < 0,
то f ′(x) < 0 за всяко реално x. Следователно f(x) е строго намаляваща
върху реалната права. Понеже

lim
x→−∞

f(x) = ∞ , lim
x→∞

f(x) = −∞ ,

то f(x) се анулира точно за една реална стойност на x. Тогава даденото
уравнение притежава точно един реален корен.

Задача Б2. Нека функцията f(x) е дефинирана и два пъти диферен-
цируема върху реалната права, нека f ′(x) е монотонна и нека съществува
λ > 0, такова че за всяко реално x е изпълнено f ′(x) ≥ λ. Да се докаже,
че за всеки две реални числа a, b е в сила неравенството

∣

∣

∣

∣

∫

b

a

sin (f(x)) dx

∣

∣

∣

∣

≤
4

λ
.

Решение: Без ограничение на общността можем да считаме, че a < b.
Чрез интегриране по части получаваме
∫

b

a

sin (f(x)) dx =

∫

b

a

f ′(x)

f ′(x)
sin (f(x)) dx = −

∫

b

a

1

f ′(x)
d (cos(f(x)) =

= −
cos(f(b))

f ′(b)
+

cos(f(a))

f ′(a)
+

∫

b

a

cos(f(x))
d

dx

(

1

f ′(x)

)

dx.
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Оттук, като използуваме неравенството на триъгълника, намираме

∣

∣

∣

∣

∫

b

a

sin (f(x)) dx

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

cos(f(b))

f ′(b)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

cos(f(a))

f ′(a)

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

∫

b

a

cos(f(x))
d

dx

(

1

f ′(x)

)

dx

∣

∣

∣

∣

≤

≤
1

f ′(b)
+

1

f ′(a)
+

∫

b

a

∣

∣

∣

∣

d

dx

(

1

f ′(x)

)
∣

∣

∣

∣

dx.

По условие функцията f ′(x) е монотонна. Следователно, монотонна
е и функцията 1/f ′(x), и поради това нейната производна не си проме-
ня знака в интервала [a, b]. Оттук и от теоремата на Лайбниц и Нютон
следва

∫

b

a

∣

∣

∣

∣

d

dx

(

1

f ′(x)

)
∣

∣

∣

∣

dx =

∣

∣

∣

∣

∫

b

a

d

dx

(

1

f ′(x)

)

dx

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1

f ′(b)
−

1

f ′(a)

∣

∣

∣

∣

≤

≤
1

f ′(b)
+

1

f ′(a)
.

От горните две неравнества и от условието на задачата получаваме

∣

∣

∣

∣

∫

b

a

sin (f(x)) dx

∣

∣

∣

∣

≤
2

f ′(b)
+

2

f ′(a)
≤

4

λ
.

Задача Б3. Дадена е елипсата

x2

9
+

y2

4
= 1 .

През точка A(1, 1) е прекарана права l, която разделя вътрешността на
елипсата на две части, съответно с лица U , U1, като U ≤ U1. Да се опре-

дели уравнението на правата l така, че отношението U
U1

да е минимално.
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Решение. Ще използуваме следната

Лема. Нека B е точка от вътрешността на единичната окръжност, ко-

ято не съвпада с центъра O на тази окръжност. Нека през т. B минава

права λ, която разделя единичния кръг на части, съответно с лица V ,
V1, като V ≤ V1. Тогава отношението V/V1 ще бъде най-малко когато λ
е перпендикулярна на отсечката OB.

Доказателство. Ако разстоянието от т. O до правата λ е равно на t,
то величините V и V1 зависят само от t, като V е строго намаляваща

функция на t, а V1 е строго растяща функция на t. Тогава отношението
V/V1 е строго намаляваща функция на t. Следователно V/V1 ще приема

минимална стойност когато правата λ е перпендикулярна на отсечката
OB, тъй като тогава разстоянието от т. O до λ е най-голямо.

Пристъпваме към решението на задачата. Линейното преобразование

u =
x

3
, v =

y

2

трансформира дадената елипса в окръжността

u2 + v2 = 1

с център O(0, 0). Точката A(1, 1) се трансформира в точката B(1/3, 1/2),
правата l в права λ, а двете области с лица U , U1 се преобразуват в

части от единичния кръг, съответно с лица V , V1, като V ≤ V1. Тъй като

при линейните преобразования отношенията на лицата на фигурите се

запазват, то имаме
U

U1

=
V

V1

.

От лемата следва, че последното отношение е минимално когато правата

λ е перпендикулярна на отсечката OB. Тази отсечка е част от правата с
уравнение 3u−2v = 0 и оттук непосредствено намираме, че уравнението
на λ е

2

(

u −
1

3

)

+ 3

(

v −
1

2

)

= 0 .

Следователно търсената права l има уравнение

2

3
(x − 1) +

3

2
(y − 1) = 0 .
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Задачи за група В

Задача В1. Дадена е функцията

f(x) =

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

4
3 sin πx

2 + 2
3x при x ≤ 1

ax3 − 2x2 − 3a + b
x2 − 1

при x > 1.

а) Да се намерят a и b, ако f(x) е непрекъсната при x = 1.
б) При намерените стойности за a и b да се определят най-голямата

и най-малката стойности на f(x) в интервала [0, 2].

Решение. а) Очевидно

(1) lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

(

4

3
sin

πx

2
+

2

3
x

)

= 2 .

Полагаме h(x) = ax3 − 2x2 − 3a + b. Тъй като f(x) е непрекъсната в
точката x = 1 трябва да е изпълнено h(1) = 0, откъдето

(2) b = 2a + 2 .

Следователно

h(x) = ax3 − 2x2 − a + 2 = (x − 1)
(

a(x2 + x + 1) − 2(x + 1)
)

.

Тогава при x > 1 имаме

f(x) =
a(x2 + x + 1) − 2(x + 1)

x + 1
,

следователно

(3) lim
x→1+

f(x) =
3a − 4

2
.

От (1) – (3) и от непрекъснатостта на f(x) в точката x = 1 следва, че
a = 8

3
, b = 22

3
.

8



б) Ако x ∈ (0, 1), то f ′(x) = 2π
3

cos πx
2

+ 2
3
�= 0. Ако пък x ∈ (1, 2),

то при така избраните a и b имаме f(x) = 8
3

(

x + 1
x+1

)

− 2, откъдето

f ′(x) = 8
3

(

1 − 1
(x+1)2

)

�= 0. Тогава f(x) не притежава локални екстремуми

в множеството (0, 1) ∪ (1, 2) и тъй като f(0) = 0, f(1) = 2, f(2) = 38
9
, то

min
x∈[0,2]

f(x) = f(0) = 0 , max
x∈[0,2]

f(x) = f(2) =
38

9
.

Задача В2. Да се докаже, че редицата

an =

(

1

e

(

1 +
1

n

)n )n

, n = 1, 2, 3, . . .

е сходяща и да се намери границата и́.

(Забележка: с буквата e означаваме неперовото число).

Решение: Имаме

ln an = n ln

(

1

e

(

1 +
1

n

)n)

= n

(

n ln

(

1 +
1

n

)

− 1

)

=
ln

(

1 + 1
n

)

− 1
n

1
n2

Съгласно правилото на Лопитал е изпълнено

lim
t→0

ln(1 + t) − t

t2
= lim

t→0

1
1+t

− 1

2t
= lim

t→0

− 1
(t+1)2

2
= −1

2
,

следователно

lim
n→∞

ln an = −1

2
.

Тогава, като използуваме непрекъснатостта на функцията ex, намираме

lim
n→∞

an = lim
n→∞

eln an = e−
1

2 =
1√
e
.
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Задача В3. а) Да се докаже, че уравнението x 4−x 3−3x 2 +x+1 = 0
има четири различни реални корена.

б) Да се пресметне детерминантата

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + x1 1 1 1
1 1 + x2 1 1
1 1 1 + x3 1
1 1 1 1 + x4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

където x1, x2, x3, x4 са корените на уравнението от а).

Решение. а) Полагаме P (x) = x 4−x 3−3x 2+x+1 . Тогава P (−1) = −1 ,
P (0) = 1 , P (1) = −1 , lim

x→−∞

P (x) = ∞ и lim
x→+∞

P (x) = ∞ . От теоремата

за междинните стойности следва, че уравнението има поне по един корен
във всеки от интервалите (−∞ , −1) , (−1 , 0) , (0 , 1) , (1 , ∞) . Тъй като
P (x) е полином от четвърта степен, то той има точно четири различни
реални корена. 1

б) От k-тия ред (k = 1, 2, 3, 4) изнасяме множител xk �= 0 и получа-
ваме

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + x1 1 1 1
1 1 + x2 1 1
1 1 1 + x3 1
1 1 1 1 + x4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x1x2x3x4 ∆1 ,

където

∆1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + x−1
1 x−1

1 x−1
1 x−1

1

x−1
2 1 + x−1

2 x−1
2 x−1

2

x−1
3 x−1

3 1 + x−1
3 x−1

3

x−1
4 x−1

4 x−1
4 1 + x−1

4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

1Корените могат да бъдат намерени в явен вид. След полагане y = x − 1

x
по-

лучаваме уравнението y
2 − y − 1 = 0 с корени y1,2 =

1 ±
√

5

2
, откъдето x1,2,3,4 =

1 ±
√

5

4
±

√

11 ±
√

5

8
, като знакът пред

√
5 на двете места е един и същ.
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В последната детерминанта прибавяме към първия ред останалите
редове и изнасяме общ множител. Получаваме

∆1 =

(

1 +
1

x1
+

1

x2
+

1

x3
+

1

x4

)

∆2 ,

където

∆2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1

x−1
2 1 + x−1

2 x−1
2 x−1

2

x−1
3 x−1

3 1 + x−1
3 x−1

3

x−1
4 x−1

4 x−1
4 1 + x−1

4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

В детерминантата ∆2 изваждаме от k-тия ред (k = 2, 3, 4) първия,
разделен на xk и намираме

∆2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 .

От горните равенства получаваме

∆ = x1x2x3x4

(

1 +
1

x1

+
1

x2

+
1

x3

+
1

x4

)

.

Прилагаме формулите на Виет за изходното уравнение

x1x2x3x4 = 1 , x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + x2x3x4 = −1

и намираме ∆ = 0 .

Автори: Владимир Бабев, Стефан Стефанов, Степан Терзиян, Влади-
мир Тодоров, Дойчин Толев.
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