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Âñÿêà çàäà÷à ñå îöåíÿâà ñ ìàêñèìóì 10 òî÷êè

Çàäà÷à 1. Íåêà A å êâàäðàòíà ìàòðèöà îò ðåä òðè, øåñò îò åëåìåíòèòå íà êîÿòî ñà ðàâíè
íà åäèíèöà, à îñòàíàëèòå ñà íóëè.

à) Äà ñå ïîñî÷è ìàêñèìàëíàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà äåòåðìèíàíòàòà íà ìàòðèöàòà A,
êàòî îòãîâîðúò ñå îáîñíîâå;

á) Äà ñå äàäå ïðèìåð íà ìàòðèöà A, çà êîÿòî òàçè ìàêñèìàëíà ñòîéíîñò ñå äîñòèãà.

Ðåøåíèå. Òúé êàòî ðàçìÿíà íà ìåñòàòà íà äâà ðåäà/ñòúëáà íà A ïðîìåíÿ ñàìî çíàêà íà
äåòåðìèíàíòàòà �è, çàäà÷èòå çà ìàêñèìàëíà è ìèíèìàëíà ñòîéíîñò íà det(A) ñà åêâèâàëåíòíè.
Çà äà èìàìå íåíóëåâà äåòåðìèíàíòà ñå îãðàíè÷àâàìå ñ ðàçãëåæäàíå íà ìàòðèöèòå A, â êîèòî
âñåêè ðåä è âñåêè ñòúëá ñúäúðæà ïîíå åäíà åäèíèöà. Èçïîëçâàìå ñëåäíîòî î÷åâèäíî íàáëþ-
äåíèå: àêî B å ìàòðèöà îò ðåä 2 ñ åëåìåíòè îò ìíîæåñòâîòî {0, 1}, òîãàâà −1 ≤ det(B) ≤ 1.

Íàëèöå ñà äâå âúçìîæíîñòè:

1). A ñúäúðæà ðåä ñúñòàâåí ñàìî îò åäèíèöè. Òîãàâà åäèíèÿò îò ðåäîâåòå íà ìàòðèöàòà
A′ ñúñòàâåíà îò îñòàíàëèòå äâà ðåäà íà A ñúäúðæà ñàìî åäíà åäèíèöà, è îò ðàçâèâàíåòî íà
det(A) ïî íåãî è ãîðíîòî íàáëþäåíèå ñëåäâà −1 ≤ det(A) ≤ 1.

2). Âñåêè ðåä íà A ñúäúðæà òî÷íî äâå åäèíèöè. Òîãàâà, ðàçâèâàéêè det(A) ïî êîé äà å
îò ðåäîâåòå �è, ïîëó÷àâàìå, ÷å det(A) å ñóìà èëè ðàçëèêà íà äâå äåòåðìèíàíòè ñ åëåìåíòè
îò {0, 1}, è ïðåäâèä íàáëþäåíèåòî, çàêëþ÷àâàìå, ÷å −2 ≤ det(A) ≤ 2. Ïðèìåð çà ìàòðèöà ñ
äåòåðìèíàíòà 2 å

A =

1 1 0
0 1 1
1 0 1

 .

Çàäà÷à 2. Äàäåíà å îêðúæíîñò ñ óðàâíåíèå x2 + y2 = 1. Ïðåç òî÷êàòà A(
√
2,
√
2) ñà

ïîñòðîåíè äîïèðàòåëíèòå êúì îêðúæíîñòòà. Äà ñå íàìåðÿò óðàâíåíèÿòà íà òåçè äîïèðàòåëíè
è äà ñå íàìåðè úãúëúò ìåæäó òÿõ.

Ðåøåíèå. Ñíîïúò ïðàâè ïðåç òî÷êàòà A èìà óðàâíåíèÿ y = k(x−
√
2)+
√
2, êúäåòî úãëîâè-

ÿò êîåôèöèåíò íà ïðàâàòà k å ðåàëíî ÷èñëî. Çà äà èìà äîïèðàíå íà ïðàâà îò ñíîïà è îêðúæ-

íîñòòà, ñèñòåìàòà

∣∣∣∣ x2 + y2 = 1

y = k(x−
√
2) +

√
2

òðÿáâà äà èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëíî

êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå x2+
(
k(x−

√
2)+
√
2
)2

= 1 èëè (1+k2)x2+2
√
2k(1−k)x+2k2−4k+1 = 0

òðÿáâà äà èìà íóëåâà äèñêðèìèíàíòà D. Îò òóê ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî

D =
(
2
√
2k(1− k)

)2 − 4(1 + k2)(2k2 − 4k + 1) = −4(k2 − 4k + 1) = 0

ñ ðåøåíèÿ k1 = 2 +
√
3, k2 = 2−

√
3. Ñëåäîâàòåëíî äåêàðòîâèòå óðàâíåíèÿ íà äâåòå äîïèðà-

òåëíè ñà y = (2+
√
3)(x−

√
2)+
√
2 è y = (2−

√
3)(x−

√
2)+
√
2. Òàíãåíñúò íà úãúëà ìåæäó

òÿõ íàìèðàìå ïî ôîðìóëàòà tgϕ =
k1 − k2
1 + k1 k2

=
2
√
3

1 + 1
=
√
3, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå ϕ =

π

3
.



Çàäà÷à 3.

à) Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî x ≥ 0 å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî sinx ≤ x ;

á) Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî x ∈
[
0,
π

2

]
å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî sinx ≥ 2

π
x .

Ðåøåíèå. Ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà f(x) =
sinx

x
ïðè 0 < x < π/2. Ïðîèçâîäíàòà �è å

f ′(x) =
cosx

x2
(
x− tg x

)
. Çà g(x) = x− tg x èìàìå g′(x) = − tg2 x, 0 < x < π/2. Ñëåäîâàòåëíî

g(x) å íàìàëÿâàùà â èíòåðâàëà (0, π/2) è çàòîâà g(x) ≤ g(0) = 0 â òîçè èíòåðâàë. Îò òóê
ñëåäâà, ÷å f ′(x) ≤ 0 â èíòåðâàëà (0, π/2), è ñëåäîâàòåëíî f(x) å íàìàëÿâàùà â òîçè èíòåðâàë.
Òúé êàòî f(x) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â [0, π/2] (êàòî f(0) = lim

x→0
f(x) = 1), èìàìå

f
(π
2

)
≤ f(x) ≤ f(0) , ò.å.

2

π
≤ sinx

x
≤ 1 çà âñÿêî x ∈

[
0,
π

2

]
. (1)

Ëÿâîòî íåðàâåíñòâî â (1) äîêàçâà íåðàâåíñòâîòî â ïîäòî÷êà á). Íåðàâåíñòâîòî â à) ñëåäâà îò

âòîðîòî íåðàâåíñòâî â (1) è (ïðè x > π/2) îò f(x) ≤ |f(x)| ≤ 1

x
<

2

π
< 1 .

Çàäà÷à 4. Äàäåíà å ôóíêöèÿòà f(x) = ln(8x2 + 6)− x2.
à) Äà ñå ñå íàìåðÿò ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè íà f(x);

á) Äà ñå ñêèöèðà ãðàôèêàòà íà y = f(x);

â) Â çàâèñèìîñò îò ñòîéíîñòèòå íà ðåàëíèÿ ïàðàìåòúð a äà ñå íàìåðè áðîÿò íà êîðåíèòå
íà óðàâíåíèåòî f(x) + a = 0.

Ðåøåíèå. à) Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà f å (−∞,∞). Ïðîèçâîäíàòà �è f ′(x) =
2x(1− 4x2)

4x2 + 3)

å ïîëîæèòåëíà â
(
−∞,−1

2

)
∪
(
0,

1

2

)
è îòðèöàòåëíà â

(
− 1

2
, 0
)
∪
(1
2
,+∞

)
. Ñëåäîâàòåëíî

f èìà ëîêàëíè ìàêñèìóìè â x = −1

2
è x =

1

2
, êàòî fmax = f

(
± 1

2

)
= ln 8 − 1

4
, è ëîêàëåí

ìèíèìóì â x = 0, fmin = f(0) = ln 6 .
á)

â) Òðÿáâà äà ñå îïðåäåëè áðîÿò íà ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà ãðàôèêèòå íà f(x) è g(x) = −a:

1. Çà a ∈
(
−∞, 1

4
− ln 8

)
óðàâíåíèåòî íÿìà ðåøåíèå ;

2. Çà a ∈
(
− ln 6,+∞

)
èëè a =

1

4
− ln 8 óðàâíåíèåòî èìà äâå ðåøåíèÿ ;

3. Çà a = − ln 6 óðàâíåíèåòî èìà òðè ðåøåíèÿ ;

4. Çà a ∈
(1
4
− ln 8,− ln 6

)
óðàâíåíèåòî èìà ÷åòèðè ðåøåíèÿ.


