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Ãðóïà Á

Çàäà÷à 1. Äàäåíà å ìàòðèöàòà A =

 5 1 1
0 4 0
0 0 4

 .

à) Äà ñå äîêàæå, ÷å A3 = 13A2− 56A+80E, êúäåòî E åäèíè÷íàòà ìàòðèöà îò òðåòè ðåä.

á) Äà ñå ïðåñìåòíå An.

â) Äà ñå íàìåðè ñóìàòà îò åëåìåíòèòå íà ìàòðèöàòà A2023.

Ðåøåíèå.
à) Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå íà ìàòðèöàòà A å∣∣∣∣∣∣

5− λ 1 1
0 4− λ 0
0 0 4− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0, .

îòêúäåòî λ3 − 13λ2 + 56λ− 80 = 0.
Îò òåîðåìàòà íà Õàìèëòîí-Êåéëè ñëåäâà, ÷å A3 − 13A2 + 56A − 80E = O, êúäåòî O å

íóëåâàòà ìàòðèöà.
Çàáåëåæêà. Äîêàçàòåëñòâîòî ìîæå äà áúäå íàïðàâåíî ÷ðåç íåïîñðåäñòâåíè ïðåñìÿòàíèÿ.
á) Ïðåñìÿòàìå

A2 =

 52 52 − 42 52 − 42

0 42 0
0 0 42

 , A3 =

 53 53 − 43 53 − 43

0 43 0
0 0 43

 .

Ïî èíäóêöèÿ ñå äîêàçâà, ÷å

An =

 5n 5n − 4n 5n − 4n

0 4n 0
0 0 4n

 .

â) Îò á) ñëåäâà, ÷å ñóìàòà íà åëåìåíòèòå íà A2023 å ðàâíà íà 3.52023.

Çàäà÷à 2. Äàäåíè ñà åëèïñàòà ε :
x2

25
+
y2

9
= 1 è òî÷êàòà M(3, 2).

à) Äà ñå äîêàæå, ÷å òî÷êàòà M å âúòðåøíà çà îáëàñòòà, çàãðàäåíà îò ε.

á) Äà ñå íàìåðè óðàâíåíèåòî íà ïðàâà g, êîÿòî ìèíàâà ïðåç M è ïðåñè÷à ε â òî÷êè A è
B, êîèòî ñà ñèìåòðè÷íè ñïðÿìî M .

â) Äà ñå íàìåðè ëèöåòî íà òðèúãúëíèêà, îáðàçóâàí îò êîîðäèíàòíèòå îñè è ïðàâàòà l,
ìèíàâàùà ïðåç M è ïåðïåíäèêóëÿðíà íà g.



Ðåøåíèå.

à)Òúé êàòî
32

25
+

22

9
< 1, òî÷êàòà M ëåæè â îáëàñòòà, çàãðàäåíà îò ε.

á) Íåêà úãëîâèÿò êîåôèöèåíò íà ïðàâàòà g å k. Òîãàâà íåéíîòî óðàâíåíèå å

g : y = k(x− 3) + 2.

Çàìåñòâàìå y îò ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî â óðàâíåíèåòî íà ε è ïîëó÷àâàìå

(25k2 + 9)x2 − 50k(3k − 2)x+ 25(9k2 − 12k − 5) = 0.

Îò ôîðìóëàòà íà Âèåò ñóìàòà íà êîðåíèòå íà òîâà óðàâíåíèå å

x1 + x2 =
50k(3k − 2)

25k2 + 9
.

Îò äðóãà ñòðàíà àáñöèñàòà íà òî÷êàM å ðàâíà íà
x1 + x2

2
. Ñëåäîâàòåëíî

25k(3k − 2)

25k2 + 9
= 3.

Îòòóê k = −27

50
è

g : 27x+ 50y − 181 = 0.

â) Ïðàâàòà l èìà úãëîâ êîåôèöèåíò k1 = −1

k
=

50

27
. Ñëåäîâàòåëíî íåéíîòî óðàâíåíèå å

l : y =
50

27
(x− 3) + 2, ò.å. l : 50x− 27y − 96 = 0.

Ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà ïðàâàòà l ñúîòâåòíî ñ Ox è Oy ñà P

(
48

25
, 0

)
è Q

(
0,−32

9

)
. Îòòóê

çà òúðñåíîòî ëèöå ïîëó÷àâàìå
256

75
.

Çàäà÷à 3. Äà ñå íàìåðè äúëæèíàòà íà êðèâàòà y =
lnx− x2

2
, x ∈

[√2
2
, 1
]
.

Ðåøåíèå. Ïðèëàãàéêè ôîðìóëàòà çà äúëæèíà íà äúãà, ïîëó÷àâàìå

l =

1∫
√
2

2

√
1 + y′2dx =

1∫
√
2

2

√
1 + 4x4

2x
dx.

Â íåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë ïîëàãàìå 4x4 + 1 = u2 è ïîëó÷àâàìå∫ √
1 + 4x4

2x
dx =

1

4

∫
u2

u2 − 1
du =

1

4
u+

1

8
ln

∣∣∣∣u− 1

u+ 1

∣∣∣∣+ C.

Òîãàâà çà äúëæèíàòà íà êðèâàòà èìàìå

1∫
√
2
2

√
1 + 4x4

2x
dx =

(
1

4

√
1 + 4x4 +

1

8
ln

∣∣∣∣∣
√
1 + 4x4 − 1√
1 + 4x4 + 1

∣∣∣∣∣
)∣∣∣∣∣

1

√
2

2

=
1

4

(√
5−
√
2− ln 4 + ln(

√
5− 1)(

√
2 + 1)

)
.



Çàäà÷à 4. Äàäåíà å ðåäèöàòà ñ îáù ÷ëåí

ak = lim
x→∞

x

(
1

ek
−
( x

x+ k

)x)
.

Äà ñå íàìåðè lim
k→∞

ak.

Ðåøåíèå. Òúé êàòî lim
k→∞

( x

x+ k

)x
=

1

ek
, èìàìå

ak = lim
x→∞

x

(
1

ek
−
( x

x+ k

)x)
= lim

x→∞

1
ek
−
(

x
x+k

)x
1
x

= lim
x→∞

x2
[( x

x+ k

)x]′
=

1

ek
lim
x→∞

ln x
x+k

+ k
x+k

1
x2

= −k
2

ek
.

Ñëåäîâàòåëíî

lim
k→∞

ak = lim
k→∞

{
− k2

ek

}
= 0 .

Âñÿêà çàäà÷à ñå îöåíÿâà ñ ìàêñèìóì 10 òî÷êè

Âðåìå çà ðàáîòà: 5 ÷àñà


