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Âñÿêà çàäà÷à ñå îöåíÿâà ñ ìàêñèìóì 10 òî÷êè

Çàäà÷à 1. Äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò

1∫
0

(
2x5 − 5x4 + 4x3 − x2

)2023
dx .

Ðåøåíèå. Îò 2x5 − 5x4 + 4x3 − x2 = x2(x− 1)2(2x− 1) ïîëó÷àâàìå

1∫
0

(
2x5 − 5x4 + 4x3 − x2

)2023
dx = 22023

1∫
0

x4046(1− x)4046
(
x− 1

2

)2023
dx = 0,

òúé êàòî ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ f å íå÷åòíà îòíîñíî ñðåäàòà íà èíòåðâàëà âúðõó êîéòî
èíòåãðèðàìå, ò.å. f(1− x) = −f(x).

Çàäà÷à 2. Íåêà f(x) = x2024 + x2022 − α (α ∈ R) è A å êâàäðàòíà ìàòðèöà îò ðåä 2023
ñ ðåàëíè åëåìåíòè, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà: f(A) = 0 è rank(A − tE) = 2022 çà âñåêè
ðåàëåí êîðåí t íà f(x) (ñ E è 0 ñà îçíà÷åíè åäèíè÷íàòà è íóëåâàòà ìàòðèöè îò ðåä 2023).

a) Äà ñå äîêàæå, ÷å α = 0 ;
á) Äà ñå íàìåðè ïðèìåð íà ìàòðèöà A, èçïúëíÿâàùà óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà ïðè α = 0 .

Ðåøåíèå. Äà äîïóñíåì, ÷å α 6= 0. Àêî f èìà êðàòíè êîðåíè, òî òå òðÿáâà äà ñà êîðåíè íà
ïðîèçâîäíàòà f ′(x) = (2024x2+2022)x2021. Ïîíåæå 0 íå å êîðåí íà f , îñòàâàò âúçìîæíîñòèòå
êîðåíè íà f äà ñà êîðåíèòå íà 2024x2 + 2022, êîèòî íå ñà ðåàëíè ÷èñëà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å
ðåàëíèòå êîðåíè íà f (àêî èìà òàêèâà) ñà ïðîñòè êîðåíè (åäíîêðàòíè). Ïîíåæå ìàòðèöàòà
A íóëèðà f , òî ìèíèìàëíèÿò ïîëèíîì íà A äåëè f . Ñëåäîâàòåëío ðåàëíèòå êîðåíè íà ìèíè-
ìàëíèÿ ïîëèíîì íà A (àêî èìà òàêèâà) ñà ïðîñòè êîðåíè. Èçâåñòíî å, ÷å àêî åäèí êîðåí íà
ìèíèìàëíèÿ ïîëèíîì íà äàäåíà ìàòðèöà å ïðîñò êîðåí íà òîçè ïîëèíîì, òî â Æîðäàíîâàòà
ôîðìà íà ìàòðèöàòà, êëåòêèòå ñúîòâåòñòâàùè íà òîçè êîðåí ñà òðèâèàëíè (ñ ðàçìåðíîñò 1),
ò.å. ãåîìåòðè÷íàòà è àëãåáðè÷íàòà êðàòíîñò íà òîçè êîðåí ñúâïàäàò. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ãåî-
ìåòðè÷íàòà è àëãåáðè÷íàòà êðàòíîñò íà âñåêè ðåàëåí êîðåí íà õàðàêòåðèñòè÷íèÿ ïîëèíîì íà
A ñúâïàäàò. Íî õàðàêòåðèñòè÷íèòå êîðåíè íà A ñà êîðåíè è íà f . Ùîì rank(A− tE) = 2022
çà âñÿêî t, êîåòî å ðåàëåí êîðåí íà f , òî rank(A − sE) = 2022 çà âñÿêî s, êîåòî å ðåàëåí
õàðàêòåðèñòè÷åí êîðåí íà A, ò.å. ãåîìåòðè÷íàòà êðàòíîñò íà âñåêè ðåàëåí õàðàêòåðèñòè÷åí
êîðåí íà A å 1. Ñëåäîâàòåëíî àëãåáðè÷íàòà êðàòíîñò íà ðåàëíèòå õàðàêòåðèñòè÷íè êîðåíè
íà A (àêî èìà òàêèâà) å 1, ò.å. òå ñà ïðîñòè êîðåíè íà õàðàêòåðèñòè÷íèÿ ïîëèíîì íà A.



Îò äðóãà ñòðàíàA å îò ðåä 2023, ñëåäîâàòåëíî òÿ èìà ðåàëíè õàðàêòåðèñòè÷íè êîðåíè. Òå
ñà êîðåíè è íà f , íî f ′(x) = x2021(2024x2+2022) èìà åäèíñòâåí ðåàëåí êîðåí 0. Îòòóê ñëåäâà,
÷å f èìà íàé-ìíîãî äâà ðåàëíè êîðåíà. Çà äà èìà òî÷íî åäèí êîðåí å íåîáõîäèìî α = 0.
Ñëåäîâàòåëíî f èìà òî÷íî äâà ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà. Ïîíåæå rankA−tE) < 2023, çà âñÿêî
t, êîåòî å ðåàëåí êîðåí íà f , òî ðåàëíèòå êîðåíè íà f ñúâïàäàò ñ ðåàëíèòå õàðàêòåðèñòè÷íè
êîðåíè íà A. Çíà÷è A èìà òî÷íî äâà ðàçëè÷íè ðåàëíè õàðàêòåðèñòè÷íè êîðåíà è ñúãëàñíî
ñúîáðàæåíèÿòà ïî-ãîðå, ïîëó÷àâàìå, ÷å òå ñà ïðîñòè. Íî òîâà å íåâúçìîæíî çà ïîëèíîì îò
íå÷åòíà ñòåïåí. Îò òóê çàêëþ÷àâàìå, ÷å α = 0.

á) Ìàòðèöà ñúñòàâåíà îò 1011 êëåòêè îò âèäà

(
0 −1
1 0

)
è 0 íàé-îòäîëó ïî äèàãîíàëà.

Çàäà÷à 3. Åëåìåíòèòå aij íà êâàäðàòíàòà ìàòðèöà A îò ðåä 2023 ñà îò ìíîæåñòâîòî
{−1, 1}, è ìàòðèöàòà B = 2023E−A å íåîáðàòèìà (ñ E å îçíà÷åíà åäèíè÷íàòà ìàòðèöà îò
ðåä 2023).

à) Äà ñå äîêàæå, ÷å akk = 1 çà 1 ≤ k ≤ 2023 ;
á) Äà ñå äîêàæå, ÷å ìàòðèöàòà A å ñèìåòðè÷íà.

Ðåøåíèå. Îò detB = 0 ñëåäâà, ÷å ñèñòåìàòà Bx = 0 ïðèòåæàâà íåíóëåâî ðåøåíèå x =
(x1, x2, . . . , xn)

>. Íåêà |xk| = max
1≤i≤2023

|xi| > 0. Îò k-òîòî óðàâíåíèå íà ñèñòåìàòà Bx = 0

ïîëó÷àâàìå

(2023− akk)xkk =
2023∑
j=1
j 6=k

akjxj ,

îòêúäåòî

(2023− akk)|xk| =
∣∣∣ 2023∑
j=1
j 6=k

akjxj

∣∣∣ ≤ 2023∑
j=1
j 6=k

|akj| |xj| =
2023∑
j=1
j 6=k

|xj| ≤ 2022 |xk|, (1)

ñëåäîâàòåëíî 2023 − akk ≤ 2022 è îò òóê akk = 1. Çà äà èçêëþ÷èì àáñóðäíîòî íåðàâåíñòâî
2022 < 2022, òðÿáâà íàâñÿêúäå â íåðàâåíñòâàòà îò (1) äà èìàìå ðàâåíñòâà. Òîâà å òàêà ñàìî
êîãàòî ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå äâå óñëîâèÿ:

(i) |xj| = |xk| çà âñÿêî j 6= k;

(ii) sign akj .sign xj å åäèí è ñúù çà âñÿêî j 6= k.

Ïðåäâèä (i), ìîæåì äà ïîâòîðèì ãîðíèòå ðàçñúæäåíèÿ çà âñÿêî îò óðàâíåíèÿòà îò ñèñòåìàòà
Bx = 0. Â ÷àñòíîñò, îò òÿõ çàêëþ÷àâàìå, ÷å a11 = a22 = · · · = a2023,2023 = 1.
Îò (ii) ïîëó÷àâàìå, ÷å çà âñåêè äâà èíäåêñà i 6= j èìàìå

akj = ajk = sign
xk
xj
,

ñëåäîâàòåëíî A = A> .

Çàäà÷à 4. Ðåäèöàòà {an}∞n=0 å çàäàäåíà ñ a0 = 1 è an+1 = an +
1

an
, n ∈ N0. Äà ñå íàìåðè

lim
n→∞

(
an −

√
2n
)
.

Ðåøåíèå. Îò ðåêóðåíòíàòà âðúçêà ñëåäâà, ÷å a2n+1 = a2n +
1

a2n
+ 2. Îò òóê ñ èíäóêöèÿ

ïîêàçâàìå, ÷å an >
√
2n çà âñÿêî n ∈ N. Íåðàâåíñòâîòî å î÷åâèäíî ïðè n = 1 (a1 = 2 >

√
2),



è àêî å âÿðíî çà íÿêîå n ∈ N, èçïîëçâàéêè, ÷å ôóíêöèÿòà x +
1

x
å ìîíîòîííî ðàñòÿùà ïðè

x ≥ 1, èçâúðøâàìå èíäóêöèîííàòà ñòúïêà ñ a2n+1 ≥ 2n+
1

2n
+2 > 2n+2. Î÷åâèäíî ðåäèöàòà

{an} å ìîíîòîííî ðàñòÿùà, òàêàâà å è ðåäèöàòà {an +
√
2n}. Ïðèëàãàìå òåîðåìàòà íà Ùîëö:

0 ≤ lim
n→∞

(
an −

√
2n
)
= lim

n→∞

a2n − 2n

an +
√
2n

=
Ùîëö

lim
n→∞

(
a2n+1 − 2(n+ 1)

)
−
(
a2n − 2n

)(
an+1 +

√
2(n+ 1)

)
−
(
an +

√
2n
)

= lim
n→∞

a2n+1 − a2n − 2

an+1 − an +
√

2(n+ 1)−
√
2n
≤ lim

n→∞

a2n+1 − a2n − 2

an+1 − an

= lim
n→∞

1

an
= 0 .

Ïîëó÷èõìå, ÷å lim
n→∞

(
an −

√
2n
)
= 0 .


