
ÍÀÖÈÎÍÀËÍÀ ÑÒÓÄÅÍÒÑÊÀ ÎËÈÌÏÈÀÄÀ
ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

Áîðîâåö, 15-17 ìàé 2026 ã.

Ãðóïà À

Âñÿêà çàäà÷à ñå îöåíÿâà ñ ìàêñèìóì 10 òî÷êè

Çàäà÷à 1. Äåôèíèðàìå ðåäèöàòà an ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

a1 =
√
2026, an+1 =

√
2026 +

√
an

à) Äîêàæåòå, ÷å 45 < an < 46 çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n;
á) Äîêàæåòå, ÷å ðåäèöàòà å ìîíîòîííà.

Ðåøåíèå. Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà ÷ðåç ìåòîäà íà ìàòåìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ, ÷å 45 < an < 46
è, èçïîëçâàéêè a2n+1 − a2n =

√
an − √

an−1 > 0, ÷å ðåäèöàòà å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà.
Ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà å ñòðîãî ðàñòÿùà è îãðàíè÷åíà, ò. å. èìà ãðàíèöà.

Çàáåëåæêà. Ãðàíèöàòà x íà ðåäèöàòà óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî x =

√
2026 +

√
x .

Òî÷íîòî ìó ðåøåíèå å x = 45.0856....
Ëåñíî ñå âèæäà íàïðèìåð ÷å 452 − x2 = 2025 − 2026 −

√
x = −1 −

√
x < 0, 462 − x2 =

2116− 2026−
√
x = 90−

√
x > 0

Àêî ñâåäåì óðàâíåíèåòî x =

√
2026 +

√
x äî àëãåáðè÷íî óðàâíåíèå îò ÷åòâúðòà ñòåïåí, òî

ùå èìà 2 êîìïëåêñíè è 2 ðåàëíè êîðåíà x1 = 44.9366..... è x2 = 45.0856..... ßñíî å ÷å òðÿáâàò
äîïúëíèòåëíè ðàçñúæäåíèÿ çà äà ñå îïðåäåëè ÷å ïî-ãîëåìèÿò êîðåí å òúðñåíàòà ãðàíèöà.

Çàäà÷à 2. Ñúùåñòâóâà ëè ëèíååí îïåðàòîð φ : F2027 → F2027, çà êîéòî îïåðàòîðúò φ2 +
φ+ id äà å íèëïîòåíòåí, àêî:

à) F = R;
á) F = C.

Ðåøåíèå. Íåêà q(X) = X2 + X + 1. Àêî F = R, òî φ èìà ðåàëíà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò λ,
ïîíåæå dimR2027 å íå÷åòíà. Òîãàâà q(λ) > 0 å ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íà q(φ), êîåòî å íåâúçìîæíî
çà íèëïîòåíòåí îïåðàòîð. Àêî F = C, âçåìàìå ω = e2πi/3 è φ = ω id. Òîãàâà q(φ) = 0.

Çàäà÷à 3. Íåêà Mn(C) å ìíîæåñòâîòî íà êâàäðàòíèòå ìàòðèöè îò ðåä n ñ êîìïëåêñíè
åëåìåíòè. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ìàòðèöè X ∈ Mn(C), çà êîèòî ïðè âñåêè èçáîð íà ìàòðèöè
A,B ∈ Mn(C) å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî det(X + AB) = det(X +BA).

Ðåøåíèå. Îòãîâîðúò å
X = tI, t ∈ C.

Çà X = tI äîñòàòú÷íîñòòà ñëåäâà îò áëîêîâèÿ òðèê

Y =

(
tI A
−B I

)
, Z =

(
I 0
B tI

)
,



çàùîòî det(Y Z) = det(ZY ). Îáðàòíî, ñâîéñòâîòî å èíâàðèàíòíî ïðè ïîäîáèå. Àêî Æîðäà-
íîâàòà ôîðìà íà X íå å ñêàëàðíà, åëåìåíòàðíè ìàòðèöè Eij, Eji ðàçëè÷àâàò äâå äèàãîíàëíè
ïîçèöèè, à íåòðèâèàëåí áëîê Jk(λ), k ≥ 2, ñå îòäåëÿ ÷ðåç A = E11, B = Ek1. È â äâàòà ñëó÷àÿ
ïîëó÷àâàìå ðàçëè÷íè äåòåðìèíàíòè. Ñëåäîâàòåëíî X å ñêàëàðíà.

Çàäà÷à 4. Äîêàæåòå íåðàâåíñòâàòà:

à)

∞∫
0

dx√
x4 + 2x2 + 9

<
π

2
;

á)

∞∫
0

dx√
x4 + 2x2 + 9

<
π

3
.

Ðåøåíèå. à)

∫ ∞

0

dx√
x4 + 2x2 + 9

<

∫ ∞

0

dx√
x4 + 2x+ 1

=

∫ ∞

0

dx

x2 + 1
= arctg x

∣∣∣∣∞
0

=
π

2
.

á) Ïîëàãàìå x =
√
3y. Òîãàâà∫ ∞

0

dx√
x4 + 2x2 + 9

=
1√
3

∫ ∞

0

dy√
y4 + 2

(
y√
3

)2
+ 1

=
2√
3

∫ 1

0

dy√
y4 + 2

(
y√
3

)2
+ 1

,

òúé êàòî

∫ 1

0

dy√
y4 + 2

(
y√
3

)2
+ 1

=

∫ ∞

1

dy√
y4 + 2

(
y√
3

)2
+ 1

.

Ïîñëåäíîòî ëåñíî ñå âèæäà êàòî â

∫ ∞

1

ñå íàïðàâè ñóáñòèòóöèÿòà y =
1

z
. Îòòóê ñëåäâà, ÷å

∫ ∞

0

dx√
x4 + 2x2 + 9

=
2√
3

∫ 1

0

dy√
y4 + 2

(
y√
3

)2
+ 1

<
2√
3

∫ 1

0

dy√(
y√
3

)4
+ 2

(
y√
3

)2
+ 1

=

=
2√
3

∫ 1

0

dy(
y√
3

)2
+ 1

= 2 arctg
y√
3

∣∣∣∣1
0

= 2arctg
1√
3
=

π

3
.



ÍÀÖÈÎÍÀËÍÀ ÑÒÓÄÅÍÒÑÊÀ ÎËÈÌÏÈÀÄÀ
ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

Áîðîâåö, 15-17 ìàé 2026 ã.

Ãðóïà Á

Âñÿêà çàäà÷à ñå îöåíÿâà ñ ìàêñèìóì 10 òî÷êè

Çàäà÷à 1. Êâàäðàòíèòå ìàòðèöè îò n-òè ðåä A è B óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî

A+B = AB.

à) Äà ñå ïðåñìåòíå (E− A)(E−B), êúäåòî E å åäèíè÷íàòà ìàòðèöà îò n-òè ðåä.
á) Äà ñå íàìåðè îáðàòíàòà ìàòðèöà íà ìàòðèöàòà E− A.
â) Äà ñå äîêàæå, ÷å AB = BA.

Ðåøåíèå. à) Ïî óñëîâèå
AB − A−B = 0.

Êúì äâåòå ñòðàíè íà òîâà ðàâåíñòâî äîáàâÿìå åäèíè÷íàòà ìàòðèöà E. Òàêà ïîëó÷àâàìå

E− A−B + AB = E.

Ñëåäîâàòåëíî
(E− A)(E−B) = E.

á) Îò ðàâåíñòâîòî
(E− A)(E−B) = E

ñëåäâà, ÷å E − B å äÿñíà îáðàòíà ìàòðèöà íà E − A. Ïîíåæå ìàòðèöèòå ñà êâàäðàòíè, îò
ñúùåñòâóâàíåòî íà äÿñíà îáðàòíà ìàòðèöà ñëåäâà, ÷å E− A å îáðàòèìà è

(E− A)−1 = E−B.

â) Îò á) ïîëó÷àâàìå ñúùî
(E−B)(E− A) = E.

Ñëåäîâàòåëíî
E− A−B +BA = E,

ò. å.
A+B = BA.

Íî ïî óñëîâèå
A+B = AB.

Çàòîâà
AB = BA.

Çàäà÷à 2. Äàäåíà å ïàðàáîëàòà

π : y = x2 + x.



Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêà òî÷êà M îò π, ðàçëè÷íà îò âúðõà íà π, ñúùåñòâóâà òî÷êà N îò
π òàêàâà, ÷å äîïèðàòåëíèòå êúì π â òî÷êèòå M è N ñà îðòîãîíàëíè. Àêî òåçè äîïèðàòåë-
íè ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà K, äà ñå îïðåäåëè ëèöåòî íà òðèúãúëíèêà △MNK ÷ðåç úãëîâèÿ
êîåôèöèåíò íà äîïèðàòåëíàòà ïðåç M .

Ðåøåíèå. Çà òî÷êà îò ïàðàáîëàòà ñ àáñöèñà t èìàìå

y(t) = t2 + t, y′(t) = 2t+ 1.

Óðàâíåíèåòî íà äîïèðàòåëíàòà â òàçè òî÷êà å

y − (t2 + t) = (2t+ 1)(x− t),

îòêúäåòî
y = (2t+ 1)x− t2.

Íåêà
M(u) = (u, u2 + u), N(v) = (v, v2 + v).

Úãëîâèòå êîåôèöèåíòè íà äîïèðàòåëíèòå ñà ñúîòâåòíî

m1 = 2u+ 1, m2 = 2v + 1.

Óñëîâèåòî çà îðòîãîíàëíîñò å
(2u+ 1)(2v + 1) = −1.

Àêî M íå å âúðõúò íà ïàðàáîëàòà, òîãàâà 2u + 1 ̸= 0. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî
÷èñëî v, çà êîåòî

2v + 1 = − 1

2u+ 1
.

Òàêà ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà òî÷êà N îò ïàðàáîëàòà ñ èñêàíîòî ñâîéñòâî.
Íàìèðàìå òî÷êàòà K êàòî ïðåñå÷íà òî÷êà íà äîïèðàòåëíèòå

y = (2u+ 1)x− u2,

y = (2v + 1)x− v2.

Ïðèðàâíÿâàìå äåñíèòå ñòðàíè:

(2u+ 1)x− u2 = (2v + 1)x− v2.

Îòòóê
2(u− v)x = (u− v)(u+ v).

Ïîíåæå u ̸= v, ïîëó÷àâàìå

xK =
u+ v

2
.

Òîãàâà

yK = (2u+ 1)
u+ v

2
− u2 = uv +

u+ v

2
.

Ñëåäîâàòåëíî

K

(
u+ v

2
, uv +

u+ v

2

)
.



Ëèöåòî íà òðèúãúëíèêà ñå íàìèðà ÷ðåç äåòåðìèíàíòà:

[△MNK] =
1

2

∣∣∣∣∣∣det
 v − u v2 + v − u2 − u

u+ v

2
− u uv +

u+ v

2
− u2 − u

∣∣∣∣∣∣ .
Ñëåä îïðîñòÿâàíå ñå ïîëó÷àâà

[△MNK] =
1

4
|v − u|3.

Íåêà m = 2u+ 1 å úãëîâèÿò êîåôèöèåíò íà äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà M . Òîãàâà

2v + 1 = − 1

m
.

Ñëåäîâàòåëíî

v − u =
− 1

m
− 1

2
− m− 1

2
= −1

2

(
m+

1

m

)
.

Çàòîâà

[△MNK] =
1

4

∣∣∣∣−1

2

(
m+

1

m

)∣∣∣∣3 = (m2 + 1)3

32|m|3
.

Îêîí÷àòåëíî

[△MNK] =
(m2 + 1)3

32|m|3
.

Çàäà÷à 3. Äàäåíà å ôóíêöèÿòà

f(x) = e−x(ax+ 1),

êúäåòî a å ðåàëåí ïàðàìåòúð.
à) Äà ñå íàìåðè íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà f(x) ïðè a = 2.
á) Äà ñå äîêàæå, ÷å 0 ≤ f(x) ≤ 1 çà âñÿêî a ∈ [0, 1] è çà âñÿêî x ≥ 0.

Ðåøåíèå. à) Ïðè a = 2 ôóíêöèÿòà å

f(x) = e−x(2x+ 1).

Òÿ å äåôèíèðàíà, äèôåðåíöèðóåìà è íåïðåêúñíàòà çà âñÿêî x ∈ (−∞,+∞).
Íàìèðàìå ïðîèçâîäíàòà:

f ′(x) = e−x(−2x+ 1).

Êðèòè÷íàòà òî÷êà å

−2x+ 1 = 0 ⇐⇒ x =
1

2
.

Ïîíåæå f ′(x) > 0 çà x <
1

2
è f ′(x) < 0 çà x >

1

2
, ôóíêöèÿòà äîñòèãà ìàêñèìóì ïðè x =

1

2
.

Èìàìå

f

(
1

2

)
= e−1/2

(
2 · 1

2
+ 1

)
= 2e−1/2 =

2√
e
=

2
√
e

e
.

Îñâåí òîâà
lim

x→−∞
e−x(2x+ 1) = −∞,



à

lim
x→+∞

e−x(2x+ 1) = lim
x→+∞

2x+ 1

ex
= lim

x→+∞

2

ex
= 0.

Ñëåäîâàòåëíî íàìåðåíèÿò ìàêñèìóì å àáñîëþòåí è íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà å

fmax =
2
√
e

e
.

á) Íåêà a ∈ [0, 1] è x ≥ 0. Òîãàâà
e−x > 0

è
ax+ 1 ≥ 1 > 0.

Ñëåäîâàòåëíî
f(x) = e−x(ax+ 1) ≥ 0.

Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å f(x) ≤ 1.
Ïðîèçâîäíàòà å

f ′(x) = e−x(−ax+ a− 1).

Ïîíåæå a ∈ [0, 1] è x ≥ 0, èìàìå

−ax+ a− 1 = a(1− x)− 1 ≤ a− 1 ≤ 0.

Ñëåäîâàòåëíî
f ′(x) ≤ 0

çà âñÿêî x ≥ 0. Çíà÷è f å íàìàëÿâàùà â èíòåðâàëà [0,+∞) è

f(x) ≤ f(0) = 1.

Òàêà çà âñÿêî a ∈ [0, 1] è âñÿêî x ≥ 0 å èçïúëíåíî

0 ≤ f(x) ≤ 1 .

Çàäà÷à 4. Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà

I =

2026∫
2

ln(x− 1)

x2 − 2x+ 2026
dx.

Ðåøåíèå. Ïîëàãàìå
y = x− 1, dy = dx.

Òîãàâà
x2 − 2x+ 2026 = (x− 1)2 + 2025 = y2 + 2025.

Ïðè x = 2 ïîëó÷àâàìå y = 1, à ïðè x = 2026 ïîëó÷àâàìå y = 2025. Ñëåäîâàòåëíî

I =

∫ 2025

1

ln y

y2 + 2025
dy.

Ñåãà ïîëàãàìå
y = 45z, dy = 45 dz.



Ãðàíèöèòå ñòàâàò

y = 1 ⇒ z =
1

45
, y = 2025 ⇒ z = 45.

Òîãàâà

I =

∫ 45

1/45

ln(45z)

2025z2 + 2025
45 dz

=
1

45

∫ 45

1/45

ln(45z)

z2 + 1
dz

=
ln 45

45

∫ 45

1/45

dz

z2 + 1
+

1

45

∫ 45

1/45

ln z

z2 + 1
dz.

Ùå ïîêàæåì, ÷å ∫ 45

1/45

ln z

z2 + 1
dz = 0.

Íàèñòèíà, ÷ðåç ñóáñòèòóöèÿòà z =
1

t
ïîëó÷àâàìå

∫ 45

1/45

ln z

z2 + 1
dz = −

∫ 45

1/45

ln t

t2 + 1
dt.

Ñëåäîâàòåëíî òîçè èíòåãðàë å ðàâåí íà ïðîòèâîïîëîæíèÿ ñè è çàòîâà å ðàâåí íà 0.
Îñòàâà

I =
ln 45

45

∫ 45

1/45

dz

z2 + 1
.

Ñëåäîâàòåëíî

I =
ln 45

45

(
arctg 45− arctg

1

45

)
.



ÍÀÖÈÎÍÀËÍÀ ÑÒÓÄÅÍÒÑÊÀ ÎËÈÌÏÈÀÄÀ
ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

Áîðîâåö, 15-17 ìàé 2026 ã.

Ãðóïà Â

Âñÿêà çàäà÷à ñå îöåíÿâà ñ ìàêñèìóì 10 òî÷êè

Çàäà÷à 1. Äàäåíè ñà ìàòðèöèòå A =

(
1 2
0 3

)
è T =

(
1 1
0 a

)
, êúäåòî a å ðåàëåí ïàðàìåòúð.

à) Äà ñå íàìåðÿò ñòîéíîñòèòå íà a, çà êîèòî ìàòðèöàòà T å îáðàòèìà è ìàòðèöàòà T−1AT
å äèàãîíàëíà.

á) Äà ñå íàìåðè A2026.

Ðåøåíèå. à) Ìàòðèöàòà T å îáðàòèìà, àêî det(T ) ̸= 0, ò. å. a ̸= 0 è det(T ) = a. Òîãàâà:

T−1 =

1 −1

a

0
1

a



Ìàòðèöàòà D = T−1AT =

1 −1

a

0
1

a

(1 2
0 3

)(
1 1
0 a

)
=

(
1 2a− 2
0 3

)
å äèàãîíàëíà ïðè a = 1.

á) Çà a = 1 èìàìå D =

(
1 0
0 3

)
, T =

(
1 1
0 1

)
è T−1 =

(
1 −1
0 1

)
. Êàòî èçïîëçâàìå, ÷å

A = TDT−1, ïîëó÷àâàìå Ak = TDT−1TDT−1 . . . TDT−1 = TDkT−1. Òúé êàòî Dk =

(
1 0
0 3k

)
,

òî:

Ak =

(
1 1
0 1

)(
1 0
0 3k

)(
1 −1
0 1

)
=

(
1 3k − 1
0 3k

)
.

Ñëåäîâàòåëíî A2026 =

(
1 32026 − 1
0 32026

)
Çàáåëåæêà. Ak ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå è äèðåêòíî, áåç èçïîëçâàíå íà ðàâåíñòâîòî Ak =

TDkT−1 .

Çàäà÷à 2. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè öåëè íåîòðèöàòåëíè ÷èñëà n, çà êîèòî óðàâíåíèåòî
nx4 + 4x+ 3 = 0 èìà ðåàëåí êîðåí.

Ðåøåíèå. Ïðè n = 0 óðàâíåíèåòî èìà ðåàëåí êîðåí.

Íåêà n > 0. Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = a3x4 + 4x+ 3, êúäåòî a > 0. Èìàìå:

f ′(x) = 4(a3x3 + 1)

è îòòóê ñëåäâà, ÷å ôóíêöèÿòà å íàìàëÿâàùà â

(
−∞;−1

a

]
è ðàñòÿùà â

(
−1

a
;∞
)
. Òúé êàòî

f ′
(
−1

a

)
= 0, f(x) èìà àáñîëþòåí ìèíèìóì â òî÷êàòà x = −1

a
, òî óðàâíåíèåòî f(x) = 0 èìà



ðåàëåí êîðåí òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî f

(
−1

a

)
≤ 0. Îò äðóãà ñòðàíà

f

(
−1

a

)
=

3a− 3

a
,

îòêúäåòî f

(
−1

a

)
= 0, êîãàòî a = 1.

Îêîí÷àòåëíî n = 0 è n = 1.

Çàäà÷à 3. Íåêà ôóíêöèÿòà f(x) å äèôåðåíöèðóåìà çà âñÿêî x ∈ (−∞,+∞) è f ′(x) =
ex − 1

ex + 1
.

à) Äà ñå îïðåäåëÿò èíòåðâàëèòå íà ìîíîòîííîñò, èçïúêíàëîñò/âäëúáíàòîñò è èíôëåêñíèòå
òî÷êè íà f ′(x).

á) Äà ñå íàìåðÿò àñèìïòîòèòå è äà ñå ñêèöèðà ãðàôèêàòà íà f ′(x).
â) Äà ñå îïðåäåëÿò èíòåðâàëèòå íà ìîíîòîííîñò è âèäà íà ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè íà

ôóíêöèÿòà f(x).

Ðåøåíèå.
à) Ôóíêöèÿòà f ′(x) å äåôèíèðàíà, äèôåðåíöèðóåìà, à ñëåäîâàòåëíî è íåïðåêúñíàòà çà

âñÿêî x ∈ (−∞,+∞). Ïðîèçâîäíàòà f ′′(x) =
2ex

(ex + 1)2
> 0 çà âñÿêî x ∈ (−∞,+∞) è ñëåäî-

âàòåëíî ôóíêöèÿòà f ′(x) å ñòðîãî ðàñòÿùà â èíòåðâàëà (−∞,+∞). Âòîðàòà ïðîèçâîäíà íà

ôóíêöèÿòà å f ′′′(x) =
2ex(1− ex)

(ex + 1)3
, êîÿòî å ïîëîæèòåëíà çà x < 0, îòðèöàòåëíà çà x > 0 è

f ′′′(0) = 0. Ñëåäîâàòåëíî f ′(x) å èçïúêíàëà ôóíêöèÿ â (−∞, 0), âäëúáíàòà â (0,+∞) è (0, 0)
å èíôëåêñíà òî÷êà.

á) Òúé êàòî lim
x→−∞

ex − 1

ex + 1
= −1, ïðàâàòà y = −1 å õîðèçîíòàëíà àñèìïòîòà ïðè x → −∞.

lim
x→+∞

ex − 1

ex + 1
= lim

x→+∞

ex + 1− 2

ex + 1
= lim

x→+∞

(
1− 2

ex + 1

)
= 1 è ñëåäîâàòåëíî ïðàâàòà y = 1 å

õîðèçîíòàëíà àñèìïòîòà ïðè x → +∞. Ôóíêöèÿòà f ′(x) íÿìà âåðòèêàëíè àñèìïòîòè.
â) Òúé êàòî f ′(x) < 0 çà âñÿêî x ∈ (−∞, 0), f ′(x) > 0 çà âñÿêî x ∈ (0,+∞) è f ′(0) = 0,

ôóíêöèÿòà f(x) å ñòðîãî íàìàëÿâàùà â èíòåðâàëà (−∞, 0), ñòðîãî ðàñòÿùà â èíòåðâàëà
(0,+∞) è ïðè x = 0 èìà ëîêàëåí ìèíèìóì.

Çàäà÷à 4. Â ïðàâîúãúëíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà Oxy ñà äàäåíè òî÷êèòå A(6, 0), B(−3, 0)
è îêðúæíîñò k : x2 + y2 = 1. Ïðàâàòà ìèíàâà ïðåç òî÷êà B è ïðåñè÷à k â òî÷êèòå P è Q. Äà
ñå íàìåðè âúçìîæíî íàé-ãîëÿìîòî ëèöå íà òðèúãúëíèêà APQ.

x

y

Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f ′(x)



Ðåøåíèå. Íåêà ïðàâàòà l èìà óðàâíåíèå y = kx + n. Òúé êàòî òî÷êà B(−3; 0) ëåæè íà
íåÿ, òî 0 = −3k + n, n = 3k, ò.å. l : y = kx+ 3k. Ùîì l ïðåñè÷à îêðúæíîñòòà k â äâå òî÷êè,
ñèñòåìàòà {

y = kx+ 3k

x2 + y2 = 1

èìà äâå ðåøåíèÿ, ò. å. äèñêðèìèíàíòàòà D íà êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå

x2 + (kx+ 3k)2 = 1 ⇐⇒ (1 + k2)x2 + 6k2x+ 9k2 − 1 = 0

å ïîëîæèòåëíà. Ñëåäîâàòåëíî

D = 36k4 − 4(1 + k2)(9k2 − 1) = −32k2 + 4 > 0, k ∈

(
−
√
2

4
,

√
2

4

)
.

Íåêà x1 è x2 ñà êîðåíèòå íà êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå. Òîãàâà òî÷êà P (x1, k1 + 3k), òî÷êà
Q(x2, kx2 + 3k) è ëèöåòî íà òðèúãúëíèêà APQ å:

SAPQ =

∣∣∣∣∣∣12
∣∣∣∣∣∣
6 0 1
x1 kx1 + 3k 1
x2 kx2 + 3k 1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ = 9

2
|k| · |x1 − x2| =

9

2
|k|2

√
1− 8k2

1 + k2
= 9

√
k2 − 8k4

(1 + k2)2
.

Ïîëàãàìå t = k2, t ∈
(
0,

1

8

)
è òúðñèì íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà f(t) =

t− 8t2

(1 + t)2
â

èíòåðâàëà

(
0,

1

8

)
. Ïúðâàòà é ïðîèçâîäíà f ′(t) =

(1 + t)(1− 17t)

(1 + t)4
å ðàâíà íà 0 çà t1 = −1 /∈(

0,
1

8

)
è t2 =

1

17
∈
(
0,

1

8

)
, êàòî f ′(t) > 0 çà

(
0,

1

17

)
è f ′(t) < 0 çà

(
1

17
,
1

8

)
. Â èíòåðâàëà(

0,
1

8

)
ôóíêöèÿòà f(t) å íåïðåêúñíàòà è èìà åäèíñòâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì � ìàêñèìóì â

òî÷êàòà t =
1

17
. Ñëåäîâàòåëíî íàé-ãîëÿìàòà é ñòîéíîñò å f

(
1

17

)
=

1

36
.

Ìàêñèìàëíîòî ëèöå íà òðèúãúëíèê APQ å ðàâíî íà 9 ·
√

1

36
=

3

2
.


