
ÍÀÖÈÎÍÀËÍÀ ÑÒÓÄÅÍÒÑÊÀ ÎËÈÌÏÈÀÄÀ

ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

Ðàâäà, 13�15 ìàé 2022 ã.

Ãðóïà À

Çàäà÷à 1. Äàäåíà å ðåäèöàòà a0 = a1 = 1, an+1 = 1 +
a21
a0

+ ...+
a2n
an−1

. Äà ñå íàìåðè

∞∑
n=0

1

an
.

Ðåøåíèå: Ïî èíäóêöèÿ ñå äîêàçâà, ÷å an = n!. Òîãàâà

∞∑
n=0

1

an
= e.

Çàäà÷à 2. Íåêà ôóíêöèÿòà f ïðèòåæàâà íåïðåêúñíàòà âòîðà ïðîèçâîäíà.
à) Äîêàæåòå, ÷å àêî çà âñåêè äâå ðåàëíè ÷èñëà a è b e èçïúëíåíî

f(b)− f(a) = (b− a)f ′(a),

òî f(x) å ïîëèíîì îò ïúðâà ñòåïåí.
á) Äîêàæåòå, ÷å àêî çà âñåêè äâå ðåàëíè ÷èñëà x è h e èçïúëíåíî

f(x+ h)− f(x) = hf ′
(
x+

h

2

)
,

òî f(x) å ïîëèíîì îò âòîðà ñòåïåí.

Ðåøåíèå:

à) Ïðè ôèêñèðàíî a ∈ R ïîëàãàìå b = x è ïîëó÷àâàìå f(x) = f(a) + (x − a)f ′(a) =
xf ′(a) + f(a) − af ′(a) = Ax + B, êúäåòî A = f ′(a) è f(a) − af ′(a). Òàêà f(x) å ïîëèíîì îò
ïúðâà ñòåïåí

á) Ïðè ôèêñèðàíî x äèôåðåíöèðàìå äâåòå ñòðàíè íà ðàâåíñòâîòî ïî h è ïîëó÷àâàìå

f ′(x+ h) = f ′
(
x+

h

2

)
+
h

2
f ′′
(
x+

h

2

)
, îòêúäåòî f ′(x+ h)− f ′

(
x+

h

2

)
=
h

2
f ′′
(
x+

h

2

)
.

Ïîëàãàìå â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî b = x+h a = a+
h

2
è ïîëó÷àâàìå f ′(b)−f ′(a) = (b−a)f ′′(a),

è îò ïîäòî÷êà a) èìàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f ′(x) å ïîëèíîì îò ïúðâà ñòåïåí, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å
ôóíêöèÿòà å ïîëèíîì îò âòîðà ñòåïåí.

Çàäà÷à 3. Çà ôóíêöèÿòà f : [0, π/4] → [0,∞) å èçïúëíåíî x = f(x) arctg f(x) çà âñÿêî
x ∈ [0, π/4].

a) Äà ñå äîêàæå, ÷å ôóíêöèÿòà f(x) å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà.
á) Äà ñå ïðåñìåòíå ∫ π/4

0

f(x) dx.
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Ðåøåíèå: à) Ôóíêöèÿòà g(x) = x arctg x å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà ïîíåæå g′(x) > 0, x >
0. Äà äîïóñíåì, ÷å çà íÿêîè 0 ≤ x1 < x2 å â ñèëà f(x1) > f(x2). Òîãàâà x1 = g(f(x1)) >
g(f(x2)) = x2 - ïðîòèâîðå÷èå.

á)

I =

∫ π/4

0

f(x) dx =

∫ π/4

0

f(x) df(x) arctg f(x)

Ïðàâèì ñóáñòèòóöèÿòà y = f(x). Çàìåñòâàéêè x = 0 è x = π/4 â x = f(x) arctg f(x), ïîëó÷à-
âàìå f(0) = 0 è f(π/4) = 1, òúé êàòî ôóíêöèÿòà y arctg y å ñòðîãî ðàñòÿùà. Ñëåäîâàòåëíî,

I =

∫ f(π/4)

f(0)

y d(y arctg y) =

∫ 1

0

(
y arctg y +

y2

1 + y2

)
dy =

1

2
y2 arctg y

∣∣∣1
0

+
1

2

∫ 1

0

y2 dy

1 + y2
=

1

2
.
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ÍÀÖÈÎÍÀËÍÀ ÑÒÓÄÅÍÒÑÊÀ ÎËÈÌÏÈÀÄÀ

ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

Ðàâäà, 13�15 ìàé 2022 ã.

Ãðóïà Á

Çàäà÷à 1. Äàäåíà å äåòåðìèíàíòàòà

∆(x) =

∣∣∣∣∣∣
1 x x2

x3 x2 x
−x 2x 3x2

∣∣∣∣∣∣ .
à) Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî ∆(x) = 0.
á) Äà ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà ÷àñòòà îò ðàâíèíàòà, çàãðàäåíà îò êðèâèòå y = f(x) è

y = 6− f(x), êúäåòî

f(x) = ∆(x)

(
1

x2(x2 − x− 2)
+

1

x2(x2 − 1)
− 1

(x2 − x− 2)(x2 − 1)

)
.

Ðåøåíèå:

à) Ïðåñìÿòàìå ∆(x) è ïîëó÷àâàìå

∆(x) = −x2(x+ 1)2(x− 1)(x− 2).

Òîãàâà ðàçëè÷íèòå ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèåòî ñà x = 0, x = −1, x = 1, x = 2.
á) Çà f(x) ïîëó÷àâàìå f(x) = −x2 + x+ 3 è òîãàâà òúðñåíîòî ëèöå å

1∫
0

(2f(x)− 6) dx =
1

3
.

Çàäà÷à 2. Ñïðÿìî êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà Oxy ñà äàäåíè ïàðàáîëàòà y = kx2 è îêðúæíîñòòà
x2 + y2 = 1, êîèòî ñå ïðåñè÷àò â òî÷êèòå M è N . Äà ñå íàìåðè ëèöåòî íà ôèãóðàòà, êîÿòî
ïàðàáîëàòà îòñè÷à îò îêðúæíîñòòà çà îíàçè ñòîéíîñò íà ïàðàìåòúðà k, çà êîÿòî âèñî÷èíàòà

íà òðèúãúëíèê OMN êúì ñòðàíàòà MN èìà äúëæèíà

√
2

2
.

Ðåøåíèå: Îò óñëîâèåòî ðàçñòîÿíèåòî îò O äîMN äà å

√
2

2
ñëåäâà, ÷å îðäèíàòèòå íà òî÷êèòå

M è N ñà ðàâíè íà

√
2

2
. Òîãàâà k =

√
2.

Îò ñúîáðàæåíèÿ çà ñèìåòðèÿ å äîñòàòú÷íî äà ñå ïðåñìåòíå òúðñåíîòî ëèöå ñàìî â ïúðâè
êâàäðàíò. Òàêà çà ëèöåòî S èìàìå

S = 2

√
2

2∫
0

(√
1− x2 − x

√
2
)

dx.
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Ñëåä ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëà îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå S =
π

4
+

1

6
.

Çàäà÷à 3. Äàäåíà å ôóíêöèÿòà f(x) =
2x

1 + x2
− arctg x.

à) Äà ñå íàìåðè áðîÿò íà êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî f(x) = 0.
á) Äà ñå äîêàæå, ÷å f(x) ≤ x çà x ≥ 0.
â) Äà ñå íàìåðÿò àñèìïòîòèòå íà ôóíêöèÿòà g(x), îáðàòíà íà f(x).

Ðåøåíèå: à) Î÷åâèäíî f(x) å íåïðåêúñíàòà íå÷åòíà ôóíêöèÿ è x = 0 å ðåøåíèå. Òîãàâà å
äîñòàòú÷íî äà îïðåäåëèì áðîÿ íà êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî f(x) = 0 â èíòåðâàëà (0,+∞). Îò

fmax = f

(√
3

3

)
> 0, f(x) íàìàëÿâàùà çà x ∈

(√
3

3
,+∞

)
è f(
√

3) < 0 ñëåäâà, ÷å f(x) èìà

òî÷íî åäíà íóëà â x ∈

(√
3

3
,+∞

)
. Ñëåäîâàòåëíî îáùèÿò áðîé íà êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî

f(x) = 0 å òðè.

á) Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà îò fmax = f

(√
3

3

)
=

3
√

3− π
6

<

√
3

3
çà x ∈ (0,+∞).

â) Îò ñèìåòðèÿòà íà ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå f(x) è g(x) îòíîñíî ïðàâàòà y = x ñëåäâà,
÷å è òåõíèòå àñèìïòîòè ñúùî ñà ñèìåòðè÷íè îòíîñíî òàçè ïðàâà. Òúé êàòî àñèìïòîòèòå íà
f(x) ñà ïðàâèòå x =

π

2
è x = −π

2
, òî òúðñåíèòå àñèìïòîòè íà ôóíêöèÿòà g(x) ñà ïðàâèòå

y =
π

2
è y = −π

2
.

Çàäà÷à 4. Äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò∫ π

−π

cosx

1 + 2022arctg x
dx.

Ðåøåíèå:

Ïðàâåéêè ñóáñòèòóöèÿòà x = −y, ïîëó÷àâàìå

I =

π∫
−π

cosx

1 + 2022arctg x
dx =

π∫
−π

cos y

1 + 2022− arctg y
dy =

π∫
−π

2022arctg y cos y

1 + 2022arctg y
dy.

Òîãàâà

I =

π∫
−π

cosx dx− I.
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ÍÀÖÈÎÍÀËÍÀ ÑÒÓÄÅÍÒÑÊÀ ÎËÈÌÏÈÀÄÀ

ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

Ðàâäà, 13�15 ìàé 2022 ã.

Ãðóïà Â

Çàäà÷à 1. Äàäåíà å ôóíêöèÿòà f(x) =

∣∣∣∣∣∣
x a 2x
3x a 4x
5x 6x a

∣∣∣∣∣∣, êúäåòî a å ðåàëåí ïàðàìåòúð.

a) Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî f(x) = 0 ïðè a = 2022;

á) Äà ñå íàìåðè ñòîéíîñòòà íà ïàðàìåòúðà a, ïðè óñëîâèå ÷å òî÷êàòà A(5, 2022) ëåæè
âúðõó ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà y = f ′(x).

Ðåøåíèå: Ñëåä ïðåñìÿòàíå íà äåòåðìèíàíòàòà ïîëó÷àâàìå f(x) = 12x3 + 10ax2 − 2a2x,
êîåòî ñëåä èçíàñÿíå íà x ïðåä ñêîáè è ðàçëàãàíå íà êâàäðàòíèÿ òðè÷ëåí â ñêîáèòå âîäè äî
f(x) = 2x(x+ a)(6x− a).

à) Òàêà êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî f(x) = 0 ñà x = 0, x = −a, x = a
6
. Ñåãà ïðè a = 2022

ïîëó÷àâàìå x = 0, x = −2022, x = 2022
6

= 337.
á) Çà ïðîèçâîäíàòà íà f(x) èìàìå f ′(x) = 36x2 + 20ax − 2a2. Ïîíåæå òî÷êàòà A(5, 2022)

ëåæè íà ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà y = f ′(x), òî èìàìå f ′(5) = 36 · 52 + 20a · 5 − 2a2 = 2022
èëè a2 − 50a+ 561 = 0, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå a = 17 èëè a = 33.

Çàäà÷à 2. Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC, çà êîéòî A(−10,−2). Âúðõó ïðàâèòå ñ óðàâíåíèÿ
h1 : x + 5y − 10 = 0 è h2 : 5x + y + 22 = 0 ëåæàò äâå îò âèñî÷èíèòå íà òðèúãúëíèêà. Äà ñå
íàìåðÿò:

a) êîîðäèíàòèòå íà âúðõîâåòå B è C;

á) óðàâíåíèåòî íà îïèñàíàòà îêîëî òðèúãúëíèêà ABC îêðúæíîñò k;

â) òî÷êèòå îò îêðúæíîñòòà k, êîèòî ñà ðàâíîîòäàëå÷åíè îò ìåäèöåíòúðà G è îðòîöåíòúðà
H íà òðèúãúëíèêà ABC.

Ðåøåíèå: à) Ñ íåïîñðåäñòâåíà ïðîâåðêà ñå çàáåëÿçâà, ÷å êîîðäèíàòèòå íà òî÷êàòà A íå
óäîâëåòâîðÿâàò óðàâíåíèÿòà íà ïðàâèòå h1 è h2, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å òåçè ïðàâè íå ìèíàâàò
ïðåç âúðõà A íà òðèúãúëíèêà ABC. Íåêà h1 è h2 ñà âèñî÷èíèòå ñúîòâåòíî ïðåç âúðõîâåòå
B è C. Òîãàâà ïðàâèòå AC è AB ìèíàâàò ïðåç òî÷êàòà A è ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè ñúîòâåòíî
íà h1 è h2, ò.å. íà âåêòîðèòå

−→
h1(5,−1) è

−→
h2(1,−5). Îòòóê ñëåäâà, ÷å óðàâíåíèÿòà íà ïðàâèòå

AC è AB ñà ñëåäíèòå: AC : 5x − y + 48 = 0; AB : x − 5y = 0. Òúé êàòî B = h1 ∩ AB è C =

h2 ∩ AC, êîîðäèíàòèòå íà òåçè òî÷êè ñà ðåøåíèÿ ñúîòâåòíî íà ñèñòåìèòå

∣∣∣∣ x+ 5y − 10 = 0
x− 5y = 0

è

∣∣∣∣ 5x+ y + 22 = 0
5x− y + 48 = 0

. Îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå B(5, 1) è C(−7, 13).

á) Íåêà B0 è C0 ñà ñðåäèòå ñúîòâåòíî íà ñòðàíèòå AC è AB. Îò íàìåðåíèòå êîîðäèíàòè íà
âúðõîâåòå B è C ïîëó÷àâàìå B0

(
−17

2
, 11

2

)
è C0

(
−5

2
,−1

2

)
. Àêî sb è sc ñà ñèìåòðàëèòå ñúîòâåòíî

íà ñòðàíèòå AC è AB, òî òå ñà îïðåäåëåíè ñúîòâåòíî îò òî÷êèòå B0 è C0 è ñúîòâåòíèòå
ñè êîëèíåàðíè âåêòîðè

−→
h1(5,−1) è

−→
h2(1,−5). Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å sb : x + 5y − 19 = 0,

sc : 5x + y + 13 = 0. Ñèñòåìàòà, îáðàçóâàíà îò òåçè äâå óðàâíåíèÿ, âîäè äî êîîðäèíàòèòå íà

öåíòúðà O íà k. Òàêà ïîëó÷àâàìå O
(
−7

2
, 9
2

)
. Îñâåí òîâà ðàäèóñúò R íà k å R = OC =

√
169
2
.

Ñëåäîâàòåëíî óðàâíåíèåòî íà îïèñàíàòà îêðúæíîñò k å
(
x+ 7

2

)2
+
(
y − 9

2

)2
= 169

2
.
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â) Êîîðäèíàòèòå íà îðòîöåíòúðà H îïðåäåëÿìå êàòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà, îáðàçóâàíà
îò óðàâíåíèÿòà íà âèñî÷èíèòå h1 è h2, òàêà ïîëó÷àâàìå H(−5, 3). Çà êîîðäèíàòèòå xG è yG íà
ìåäèöåíòúðà G ñà èçïúëíåíè ðàâåíñòâàòà xG = xA+xB+xC

3
è yG = yA+yB+yC

3
. Îò òåçè ðàâåíñòâà

ïîëó÷àâàìåG(−4, 4). Ñëåäîâàòåëíî çà ñðåäàòàM íà îòñå÷êàòàGH èìàìåM
(
−9

2
, 7
2

)
. Òî÷êèòå

âúðõó k, êîèòî ñà ðàâíîîòäàëå÷åíè îò G è H ëåæàò âúðõó ñèìåòðàëàòà s íà îòñå÷êàòà GH.
Ïðàâàòà s å îïðåäåëåíà îò òî÷êàòà M è íîðìàëíèÿ âåêòîð

−−→
HG = (1, 1). Òàêà ïîëó÷àâàìå

s : x + y + 1 = 0. Ñåãà îò ñèñòåìàòà

∣∣∣∣ (x+ 7
2

)2
+
(
y − 9

2

)2
= 169

2

x+ y + 1 = 0
, îáðàçóâàíà îò óðàâíåíèÿòà

íà S è k, ïîëó÷àâàìå, ÷å òúðñåíèòå òî÷êè ñà P
(
−9+

√
165

2
, 7−

√
165

2

)
, Q
(
−9−

√
165

2
, 7+

√
165

2

)
.

Çàäà÷à 3. Òî÷êàM ëåæè âúðõó ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = 3x3, à òî÷êà N ëåæè âúðõó
ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà g(x) = x− 2.

a) Äà ñå íàìåðè áðîÿò íà ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà ãðàôèêèòå íà f(x) è g(x);

á) Äà ñå íàìåðè ìèíèìàëíàòà äúëæèíà íà îòñå÷êàòà MN , ïðè óñëîâèå ÷å òî÷êèòå M è
N èìàò íåîòðèöàòåëíè àáñöèñè.

Ðåøåíèå: à) Óðàâíåíèåòî f(x) = g(x) å åêâèâàëåíòíî íà 3x3 − x + 2 = 0 èëè
(x + 1)(3x2 − 3x + 2) = 0 ñ åäèíñòâåíî ðåøåíèå x = −1. Ñëåäîâàòåëíî äâåòå ãðàôèêè èìàò
åäíà ïðåñå÷íà òî÷êà: (−1,−3).

Çàáåëåæêà . Áðîÿò íà ïðåñå÷íèòå òî÷êè ìîæå äà ñå îïðåäåëè è êàòî ñå èçñëåäâà ôóíêöèÿòà
F (x) = 3x3 − x+ 2.
á) Ìèíèìàëíàòà äúëæèíà íà îòñå÷êàòàMN å ðàâíà íà ðàçñòîÿíèåòî îò ïðàâàòà g : y = x−2
äî äîïèðàòåëíàòà t êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x), óñïîðåäíà íà g. Úãëîâèÿò êîåôèöèåíò
íà ïðàâàòà g å kg = 1, à f ′(x) = 9x2. Îò ðàâåíñòâîòî 1 = 9x2 è óñëîâèåòî çà íåîòðèöàòåë-
íîñò íà àáñöèñàòà íà òî÷êà M íàìèðàìå x = 1

3
, y = 3.

(
1
3

)3
= 1

9
, ò.å. M

(
1
3
, 1
9

)
è ñëåäîâà-

òåëíî íàé ìàëêàòà ñòîéíîñò |MN0| å ðàâíà íà ðàçñòîÿíèåòî îò òî÷êà M äî ïðàâàòà èëè

|MN0| =
∣∣∣ 1

3
− 1

9
−2√
2

∣∣∣ = 8
√
2

9
.

Çàäà÷à 4. Äàäåíà å ìàòðèöàòà A =

 1 2 3
0 1 −1
0 0 1

 .

à) Äà ñå äîêàæå, ÷å A3 = 3A2 − 3A+ E;

á) Äà ñå íàìåðè A2022.

Ðåøåíèå: Ñåãà ùå ïðåñìåòíåì íÿêîëêî ïîñëåäîâàòåëíè ñòåïåíè íà ìàòðèöàòà A.

A2 = A.A =

 1 4 4
0 1 −2
0 0 1

, A3 = A2.A =

 1 6 3
0 1 −3
0 0 1

, A4 = A3.A =

 1 8 0
0 1 −4
0 0 1

,
A5 = A4.A =

 1 10 −5
0 1 −5
0 0 1

 è ò.í.

Âåðíîñòòà íà ðàâåíñòâîòî A3 = 3A2 − 3A+ E ñå ïðîâåðÿâà íåïîñðåäñòâåíî.

Ìîæå äà ñå çà áåëåæè ñëåäíàòà çàâèñèìîñò Ak =

 1 2k 4k − k2
0 1 −k
0 0 1

. Òîâà òâúðäåíèå

ìîæå äà ñå äîêàæå ïðîñòî ïî èíäóêöèÿ.

Òàêà îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå A2022 =

 1 4044 −4 080 396
0 1 −2022
0 0 1

.
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ÆÓÐÈ

Ïðåäñåäàòåë: äîö. ä-ð Ìàÿ Ìèêðåíñêà, ÓÍÑÑ � Ñîôèÿ

×ëåíîâå:

1. äîö. ä-ð Ñòàíèñëàâà Ñòîèëîâà, ÓÀÑÃ � Ñîôèÿ

2. ïðîô. äïí Ñàâà Ãðîçäåâ, ÂÓÇÔ � Ñîôèÿ

3. ïðîô. ä-ð Ðîñåí Íèêîëàåâ, ÈÓ � Âàðíà

4. ïðîô. ä-ð Âåñåëèí Íåíêîâ, ÂÂÌÓ ½Íèêîëà Éîíêîâ Âàïöàðîâ� � Âàðíà

5. äîö. ä-ð Ïúðâàí Ïúðâàíîâ, ÑÓ ½Ñâ. Êëèìåíò Îõðèäñêè�� Ñîôèÿ

6. äîö. ä-ð Àñåí Áîæèëîâ, ÑÓ ½Ñâ. Êëèìåíò Îõðèäñêè� � Ñîôèÿ

7. äîö. ä-ð Ïåòúð Êîïàíîâ, ÏÓ ½Ïàèñèé Õèëåíäàðñêè� � Ïëîâäèâ

8. äîö. ä-ð Òàòÿíà Ìàäæàðîâà, ÂÂÌÓ ½Íèêîëà Éîíêîâ Âàïöàðîâ� � Âàðíà

9. äîö. ä-ð Âåñåëèí Ãóøåâ, ÑÓ ½Ñâ. Êëèìåíò Îõðèäñêè� � Ñîôèÿ

10. äîö. ä-ð Èâàí Ãàäæåâ, ÑÓ ½Ñâ. Êëèìåíò Îõðèäñêè� � Ñîôèÿ

11. äîö. ä-ð Èâàí Éîðäàíîâ, ÓÍÑÑ � Ñîôèÿ

12. äîö. ä-ð Èëèÿíà Ðàåâà, ÐÓ ½Àíãåë Êúí÷åâ� � Ðóñå

13. ãë. àñ. ä-ð Éîðäàí Ïåòêîâ, ÈÓ � Âàðíà
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